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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

 

Ενδεικτικές απαντήσεις 

 

 

ΘΕΜΑ Α 
 

A1.  Για 0x x , ισχύει: 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0

0 0 0 0

f g x f g x f x g x f x g x f x f x g x g x

x x x x x x x x

+ − + + − − − −
= = +

− − − −
 

 Επειδή οι συναρτήσεις f,g  είναι παραγωγίσιμες στο 0x , έχουμε: 

 
( )( ) ( )( )

0

0

x x
0

f g x f g x
lim

x x→

+ − +
=

−

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0

x x x x
0 0

f x f x g x g x
lim lim

x x x x→ →

− −
+

− −
 

                                                          ( ) ( )0 0f x g x = + . 

 Δηλαδή   ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0f g x f x g x  + = + .      

       

  

A2.  Η f είναι παραγωγίσιμη σε ένα κλειστό διάστημα  α β, , του πεδίου ορισμού της, όταν είναι 

παραγωγίσιμη στο ( )α β,  και επιπλέον ισχύει 

( ) ( )
α

α

αx

f x f
lim

x+→

−


−
     και     

( ) ( )
β

β

βx

f x f
lim

x−→

−


−
. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

A3.  Αν μια συνάρτηση f είναι : 

• συνεχής στο κλειστό διάστημα  α β,  

• παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα ( )α β,  

• με ( ) ( )α βf f=  

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ( )ξ α β, τέτοιο ώστε 

( )ξf 0 = . 

Γεωμετρικά, αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ένα, 

τουλάχιστον, ( )ξ α β,  τέτοιο, ώστε η εφαπτομένη 

της fC στο ( )( )ξ ξM ,f  να είναι παράλληλη στον  

  άξονα των x΄x.  

 

 

A4.  α) Λάθος  β) Λάθος γ) Λάθος δ) Σωστό ε) Σωστό. 

 

 

 

ΘΕΜΑ Β 

B1.  Είναι =gD και ( )= +hD 0, , οπότε για το πεδίο ορισμού της =f g h  ισχύει ότι 

     ( )=   =   = +f hD x D :h(x) x 0:lnx 0,  

 Επιπλέον, για  fx D , ( ) ( )
− − −

= = = = =

22lnx lnx 2

lnx lnx

4 e 4 e 4 x
f(x) g h (x) g h(x)

e e x
. 

 

 

B2. 

i) Η 
−

= = − = −
2 24 x 4 x 4

f(x) x
x x x x

 είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της ως διαφορά 

παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  = − − 
2

4
f (x) 1 0

x
 για κάθε x 0 . Συνεπώς, η f  είναι 

γνησίως φθίνουσα στο ( )+0, . 

ii) Παρατηρούμε ότι 
− − −

      
−

2 2 2f

2

4 e 4 π 4 π π
e π f(e) f(π)

e π 4 e e
 και η φορά άλλαξε διότι 

διαιρέσαμε με − 24 e 0 . 

 



 

 

 

 

B3.  Παρατηρούμε ότι 
+ +→ →

 
= − = + 

 x 0 x 0

4
lim f(x) lim x

x
 διότι 

+→
= +

x 0

4
lim

x
. Επομένως, η ευθεία =x 0  

είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης fC  της f . Επιπλέον,  

→+ →+ →+ →+

−
−  

= = = − = − 
 

2

2

2 2x x x x

4 x
f(x) 4 x 4xlim lim lim lim 1 1
x x x x

 

           και ( )
→+ →+ →+

 
+ = − + = = 

 x x x

4 4
lim f(x) x lim x x lim 0

x x
.  

 Συνεπώς, η ευθεία =−y x  είναι πλάγια ασύμπτωτη της fC  στο + . 

 

B4.  Για x κοντά στο   ισχύει ότι: 

++ +
=   −  

22 2συν(1 x )συν(1 x ) 1 1 συν(1 x ) 1

f(x) f(x) f(x) f(x) f(x) f(x)
 

 Ωστόσο, 
x

1
lim ( ) 0

f(x)→+
− =  και

x

1
lim 0

f(x)→+
= διότι 

2

x x x

4 x 4
lim f(x) lim lim x

x x→+ →+ →+

 −  
= = − = −   

  
 

 Άρα  από  κριτήριο παρεμβολής,    
2

x

συν(1 x )
lim 0

f(x)→+

+
= . 

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  Στο ολοκλήρωμα ( )
3

2
xf x dx 1=  για κάθε  x 2,3  η συνάρτηση f έχει τύπο ( )

1
f x α

x
= +  

 Επομένως έχουμε 

( ) ( )
3 3 3

2 2 2

1
xf x dx 1 x α dx 1 1 αx dx 1

x

 
=  + =  + =  

 
    

32

2

αx 9α 4α 9α 4α 5α
x 1 3 2 1 3 2 1 0 α 0

2 2 2 2 2 2

   
 + =  + − + =  + − − =  =  =  

  
 

  

Γ2.  i. Για α=0 η συνάρτηση έχει τύπο 

  ( )

2x 3x 3 , x 1

f x 1
, x 1

x

 − + 


= 




 

  Έχουμε ( )f 1 1=  οπότε 

 



 

 

 

 

  ● 
( ) ( )

0
2 2 0

x 1 x 1 x 1

f x f 1 x 3x 3 1 x 3x 2
lim lim lim

x 1 x 1 x 1− − −→ → →

− − + − − +
= = =

− − −
 

   
( )

( )

2

x 1 x 1

x 3x 2 2x 3
lim lim 2 1 3 1

1x 1
− −→ →


− + −

= = =  − = −
−

 

  ● 
( ) ( )

( )

0

0 2 2

x 1 x 1 x 1 x 1

11 1 111f x f 1 xx x 1lim lim lim lim 1
x 1 x 1 1 1x 1

+ + + +→ → → →

 
−− − − −  = = = = = −

− − −
 

  Επειδή 
( ) ( ) ( ) ( )

x 1 x 1

f x f 1 f x f 1
lim lim 1

x 1 x 1− +→ →

− −
= = −

− −
 η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 0x 1=  

με παράγωγο ( )f 1 1 = −  επομένως ορίζεται η εφαπτόμενη. 

 ii. Η εξίσωση της εφαπτόμενης είναι 

  ( ) ( )( ) ( )y f 1 f 1 x 1 y 1 1 x 1 y x 2− = −  − = − −  =− +  

  Επειδή ( )f 1 1 = −  ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτόμενης είναι  

  λ 1 εφω 1=−  =−  και  )ω 0,π  έχουμε 
3π

εφω 1 εφω εφ
4

= −  =  άρα 
3π

ω
4

=  

  

  

Γ3.  Για x 1  είναι  ( ) 2f x x 3x 3= − +  και ( ) ( )2f x x 3x 3 2x 3 = − + = −  

 όμως x 1 2x 2 2x 3 1    − −  άρα ( )f x 0   οπότε η f είναι γνησίως φθίνουσα και 

συνεχής στο ( ),1−  επομένως είναι και ¨1−1¨στο διάστημα αυτό 

 Ακόμα  

● για κάθε ( )x ,1 − το πεδίο τιμών είναι ( ) ( ) ( )( )1
xx 1

f A lim f x , lim f x
− →−→

=  

 ( ) ( )2

x 1 x 1
lim f x lim x 3x 3 1

− −→ →
= − + =  και ( ) ( ) ( )2 2

x x x
lim f x lim x 3x 3 lim x
→− →− →−

= − + = = +  

 Επομένως ( ) ( )1f A 1,= +  

Για x 1  είναι ( )
1

f x
x

=  και ( ) 2

1 1
f x 0

x x

 
 = = −  

 
 οπότε η f είναι γνησίως φθίνουσα και 

συνεχής στο  )1,+  επομένως είναι και ¨1−1¨στο διάστημα αυτό 

 

 



 

 

 

 

Ακόμα 

● για κάθε  )x 1, +  το πεδίο τιμών είναι ( ) ( ) ( )(2
x

f A lim f x ,f 1
→+

=


 

 ( )
x x

1
lim f x lim 0

x→+ →+
= =  και ( )f 1 1=  Επομένως ( ) ( 2f A 0,1=  

Επειδή ( ) ( )1 2f A f A =  δεν υπάρχουν ( )1x ,1 −  και  )2x 1, +  τέτοια, ώστε 

 ( ) ( )1 2f x f x=  

Επομένως η συνάρτηση f είναι  ¨1−1¨ στο πεδίο ορισμού της 

Το σύνολο τιμών της είναι ( ) ( ) ( ) (  ( )1 2f A f A 1, 0,1 0, = +  = +  

 

 

Γ4.  Για x 1  είναι ( )
1

f x
x

=  και η εφαπτόμενη έχει εξίσωση y x 2= − + . 

 Επίσης ( ) 2 3

1 2
f x 0

x x

 
 = − =  

 
 για κάθε  )x 1, +  οπότε η f είναι κυρτή επομένως 

  ( )f x x 2 − +  

 Η γραφική παράσταση είναι 

 

  

x 2=



 

 

 

 

Από τη γραφική παράσταση το ζητούμενο εμβαδό είναι 

( ) ( ) ( )
2 e

1 2
1 2

E E E f x x 2 dx f x dx= + = − − + + =     

  
222 e e

21 2
1

1 1 x
x 2 dx dx lnx 2x lnx

x x 2

  
= + − + = + − + =  

   
   

 
2 22 1

ln2 2 2 ln1 2 1 lne ln2
2 2

 
= + −  − + −  + − = 

 
 

 
1 1 1

ln2 2 4 0 2 1 ln2 1
2 2 2

 
= + − − + − + − = − + = 

 
 

 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Η συνάρτηση ( )f x  είναι συνεχής ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων.  

Ισχύει ότι  

( )
x 1

x 1 0lim
→

− =  και ( ) ( )
x 1

f x 2x f 1 2.lim
→

− = −    

Υποθέτουμε  ότι  ( )f 1 2 0−  .  

Τότε, 
( )

x 1

f x 2x

x 1
lim
→

−

−
 είτε θα είναι +  είτε θα είναι −  είτε δεν υπάρχει που είναι άτοπο.  

Άρα, ( ) ( )f 1 2 0 f 1 2 ln1 1 κ 2 κ 3.− =  =  − + =  =  

 

 

Δ2.   Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη με  

( )
( ) ( )

( )
2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 2 x x x x 2
f x , x 0,2 .

2 x x x 2 x x 2 x x 2 x

− − − − +
 = − + = − = = 

− − − −
 

Ισχύει ότι ( )2x 2 x 0−   για κάθε ( ) x 0,2  οπότε οι ρίζες και το πρόσημο της ( )f x  

εξαρτώνται από το 

2x x 2.− − +  

Είναι Δ 9=  και 1,2

2 απορρίπτεται.1 3
ρ

  12

−
= 

− 
 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

•   Η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστημα ( 1Δ 0,1=  οπότε 

( ) ( ) ( )( ( 
x 0

1f Δ f x ,f 1 ,2lim
+

→

= = −


. 

Είναι ( ) ( )
x 0 x 0

1
f x ln 2 x 3

x
lim lim

+ +
→ →

 
= − − + = − 

 
 αφού 

( )
x 0

ln 2 x 3 ln2 3lim
+

→

− + = +    και 
x 0

1

x
lim

+
→

 
− = − 
 

. 

•  Η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα ( )2Δ 1,2=  οπότε 

( ) ( ) ( )( ) ( )
x 2

2f Δ f x ,f 1 ,2 .lim
−

→

= = −  

Είναι ( ) ( )
x 2 x 2

1
f x ln 2 x 3

x
lim lim

− −
→ →

 
= − − + = − 

 
 αφού  

( )  
x 2 u 0

u 2 x

u 0
ln 2 x lnulim lim

+− +
→ →

= −

→
− = = −    και ( )

x 2 x 2

1 1 5
f x 3 3 .

x 2 2
lim lim

− −
→ →

 
= − + = − = 

 
 

Παρατηρούμε ότι ( )10 f Δ , ( )20 f Δ  και η f είναι 1-1 σε κάθε ένα από τα διαστήματα 1Δ  

και 2Δ  οπότε η εξίσωση ( )f x 0=  έχει ακριβώς μια ρίζα ( )1 1 1x Δ 0 x 1    και ακριβώς μία 

ρίζα ( )2 2 2x Δ 1 x 2   . 

Επιπλέον, ( )f 1 2 0=   οπότε 10 x 1  . Έτσι λοιπόν  1 20 x 1 x 2.     

Τέλος, η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστημα 3

1
Δ 0,

3

 
=  
 

 οπότε  

( ) ( )
x 0

1 5
f ln 0

3 3

3

1 5
f Δ f x ,f ,ln .

3 3
lim

+
→

 
=  

     
= = −    

    
 

Παρατηρούμε ότι ( )30 f Δ  και η f είναι 1-1 στο διάστημα 3Δ  οπότε 1 3x Δ  δηλαδή 1

1
x .

3
  

 

 

 

 

x  0                     1                     2  

( )f x  +  −  

f  <  >  



 

 

 

 

Δ3.  • H f είναι συνεχής στο διάστημα 1

1
x ,

3

 
 
 

.  

• H f είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα 1

1
x ,

3

 
 
 

.  

Από Θεώρημα Μέσης Τιμής έχουμε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα 1

1
ξ x ,

3

 
 
 

 τέτοιο ώστε  

( )
( ) ( )11 f x 0

1 1
1

1 1 1
f f x f 3f

3 3 3
f ξ .

1 1 3x 1 3xx
3 3

=

     
−     

      = = =
− −

−

 

Επιπλέον, η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με  

( )
( )

2 3

1 2
f x 0

xx 2
 = − − 

−
 για κάθε ( )x 0,2 . 

 

 

 

Άρα, η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο ( )0,2  οπότε και 1-1.  

Έτσι λοιπόν υπάρχει μοναδικό 1

1
ξ x ,

3

 
 
 

 τέτοιο ώστε ( )
1

1
3f

3
f ξ .

1 3x

 
 
  =
−

 

 

 

Δ4. i) Αφού F, G είναι δύο αρχικές της f στο διάστημα ( )0,2  έχουμε ότι  

( ) ( )F x G x c= +  για κάθε ( )x 0,2  (1). 

 • Για 1x x=  στη σχέση (1) έχουμε ( ) ( )
( )

( ) ( )
1F x 0

1 1 1 1F x G x c 0 G x c G x c.
=

= +  = +  =−  

 • Για 2x x=  στη σχέση (1) έχουμε ( ) ( )
( )

( )
2G x 0

2 2 2F x G x c F x c.
=

= +  =  

 Έτσι λοιπόν έχουμε  

( ) ( )2 1F x G x c c 0.+ = − =  

 ii)  Αφού G  αρχική της f στο διάστημα ( )0,2  ισχύει ότι  

( ) ( )G x f x =  για κάθε ( )x 0,2 . 

 Άρα ( ) ( )G x f x =  για κάθε ( )1 2x x ,x .  

  



 

 

 

 

 Όμως  

 Αν ( ) ( ) ( ) ( )
f

1 1x x 1 f x f x f 1 0 f x 2       
<

 

 Αν ( ) ( ) ( ) ( )
f

2 21 x x f 1 f x f x 2 f x 0.       
>

 

 Άρα ( ) ( )G x f x 0 =   για κάθε ( )1 2x x ,x  δηλαδή η G είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα 

 1 2x ,x .  

 Στο διάστημα ( )1 2x ,x  η εξίσωση  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2x F x x G x x x 2x x F x x G x x x 2x 0+ = + −  + − − + = . 

 Θεωρούμε τη συνάρτηση  

( ) ( ) ( )1 2 1 2H x x F x x G x x x 2x= + − − +  με ( )HD 0,2= . 

 • Η ( )H x  είναι συνεχής στο  1 2x ,x  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων.  

 • ( ) ( ) ( )
( )

( )
1F x 0

1 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2H x x F x x G x x x 2x x G x x x 0
=

= + − − + = + −   

αφού, ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1x x G x G x G x 0 x G x 0        και 1 2x x 0.−   

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( )
2

2 1

G x 0

2 1 2 2 2 1 2 2 1 1 2 1
F x G x

H x x F x x G x x x 2x x G x x x 0
=

=−
= + − − + = − + −   

 αφού, ( ) ( )1 1 1G x 0 x G x 0 −   και 2 1x x 0.−   

 Δηλαδή, ( ) ( )1 2H x H x 0  οπότε από Θεώρημα Bolzano η εξίσωση ( )H x 0=  έχει μια 

τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα ( )1 2x ,x .  

 Επιπλέον, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2H x x F x x G x 2 x f x x f x 2 0  = + + = + +   για κάθε ( )1 2x x ,x .  

 Άρα, η H είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα ( )1 2x ,x , δηλαδή 1-1 οπότε η εξίσωση  

( ) ( ) ( )1 2 1 2H x 0 x F x x G x x x 2x 0=  + − − + =  

 έχει μοναδική ρίζα στο διάστημα ( )1 2x ,x . 

 

 

 


